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第10章  最小生成树问题及求解算法

最小生成树问题 
(Minimum Spanning Tree Problem-MSTP)

 什么是图

 最小生成树问题

 MSTP的模型与特征

    MSTP问题的应用领域

 MSTP问题的分类

    MSTP的求解算法
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第十章  最小生成树问题及求解算法

 什么是图



最小生成树问题

原图的全部顶点以最少的边连通的子图

最少费用？
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最小生成树问题

 Boruvka于1926 年首次提出该问题，目的是寻找电力线网络最

经济的布局。此后最小生成树问题被广泛应用于许多组合优
化问题中。

 考虑连通图 G=(V,E)，其中 V={v1，v2，…，vn} 是顶点的有限
集合，E={e1, e2 ,..., em} 是边的有限集合。每个边有一个正实数
权重 W={w1，w2，…，wm} 用来表示距离或费用。

 最小生成树问题就是寻找图 G 中连接所有顶点的具有最小权重
的子图 (生成树)。
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模型描述

 数学表示为：
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特点

 一类网络问题

 非线性问题

 难以用简单的数学公式来描述

 大多数问题是NP难问题

 实际问题通常需要满足附加约束条件



应用

 电力线网络最经济的布局
 运输问题
 通信网络设计

 例如，有线电视电缆架设

 许多研究工作表明，最小生成树结构是通信网络设计的最优拓
扑。

 管道铺设问题
 例如， 暖气管道铺设（节省材料、效益最大）
 矿井通风网路铺设（风阻最小）

 城市高速公路问题
 修建哪几条公路能够实现所有城市的连通，同时满足所修公路

总长最短（或费用最低）。

 分布式系统设计
 ……

典型优化问题的模型与算法-R03 8



约束最小生成树问题（constrained MST problem）

 生成树在大多数网络设计和分析问题中扮演重要角色。
 然而，实际的网络优化问题通常需要满足附加的约束。
 因此形成了约束 MST 问题

典型优化问题的模型与算法-R03 9



典型优化问题的模型与算法-R03 10

二次最小生成树问题（quadratic MST problem）

 二次最小生成树考虑两种类型的费用：
 直接费用 (direct cost)：与每边相关的费用

 交互费用 (interactive cost)：用来描述同时将一对边选入树时产生

的费用

 数学描述

 由于考虑了交互费用，目标函数不再线性。
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度约束最小生成树问题（degree-constrained MST problem）

 在 MST 问题中，假设存在每个顶点的度约束，即对于每

个顶点 vj，其度值 yj 不能超过给定的数值 dj，则连接到每

个顶点的边的数量受到了限制。问题成为度约束的 MST
问题

 数学描述：
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一般的求解方法

 分支定界法 
 快速启发式算法

人们对最小生成树问题进行了大量的研究，产

生了许多快速算法。这些算法可以在近似线性

时间复杂度内进行求解。

贪心算法（PRIM）
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求解最小生成树的Prim算法

基本思想：假设有一个无向带权图G=(V,E)，最小生成树为
MinTree=(V,T)，其中V为顶点集合，T为边的集合。
求边的集合T的步骤如下：
 令 U={u0}，T={}。其中U为最小生成树的顶点集合，开

始时U中只含有顶点u0（u0可以为集合V中任意一项），
即从u0出发，构造最小生成树。

 对所有u∈U，v∈(V–U)（其中u, v表示顶点）的边(u,v)中，
找一条权值最小的边(u’,v’)，将这条边加入到集合T中，
将顶点v’加入集合U中。

 直到将V中所有顶点加入U中，则算法结束，否则一直重
复以上两步。

用大写字母表示集合，用小写字母表示顶点元素，用<>表
示两点之间的边。



典型优化问题的模型与算法-R03 15

STEP 1： 初始状态：U={a} V={b,c,d,e } T={}

求解最小生成树的Prim算法

STEP 2：集合U和V相关联的权值最小的边是<a,b>，将b加入U。
U={a,b}，V={d,c,e }，T={<a,b>}
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STEP 3 集合U和V相关联的权值最小的边是<b,c>，将c加入U。
U={a,b,c} ，V={d,e }，T={<a,b>, <b,c>}

求解最小生成树的Prim算法
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求解最小生成树的Prim算法

STEP 4：集合U和V中相关联的权值最小的边是<c,d>，将d加入U。
U={a,b,c,d} ，V={e }，T={<a,b>, <b,c>,<c,d>}



18

求解最小生成树的Prim算法

STEP 4：最后集合U和V中相关联的权值最小的边是<d,e>，于是将e加入
U。U={a,b,c,d,e} ，V={}，T={<a,b>, <b,c>,<c,d>,<d,e>}

算法代码如何编写？



求解MST问题的Kruskal算法
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Kruskal算法的思路：每次都从剩余边中选取权值最小的，当
然，这条边不能使已有的边产生回路。



求解MST问题的Kruskal算法
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STEP1：先对边的权值排个序：
1(V0,V4)、2(V2,V6)、4(V1,V3)、6(V1,V2)、8(V3,V6)、
10(V5,V6)、12(V3,V5)、15(V4,V5)、20(V0,V1)

Step2:首选边1(V0,V4)、2(V2,V6)、4(V1,V3)、6(V1,V2);
Step3:若选取边8(V3,V6)则会出现环，则必须抛弃8(V3,V6)，
选择下一条10(V5,V6)没有问题。。。。

代码如何实现？
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