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第八章  集覆盖问题与模型

集覆盖问题(Set Covering Problem-SCP)

 集覆盖问题实例与特征

 集覆盖问题的数学模型

    集覆盖问题的特例

    SCP问题的求解算法

    SCP问题的应用

    航线机组成员的调度问题
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集覆盖问题

 问题描述:
 对于一个 m 行 n 列的 0-1 矩阵，选择不同的列，会产

生不同的费用，同时也会覆盖不同的行

 问题是：如何选择一些矩阵的列的组合，能使其覆盖

所有的行，而且选择费用最小。
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模型描述

 数学表示为：

约束式(1)保证每行至少被一列覆盖

约束式(2)是完整性约束。
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模型特征

 NP难问题

 0-1 整数规划问题
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集覆盖问题的特例

 集覆盖问题的变种

单一费用问题（unicost setcovering problem）

如果所有费用 cj 都相同

问题变为：如何选择最少的列，包含所有的行。

集划分问题（set partitioning problem）

如果为等式约束

一行只能被一列所覆盖，把列看作是集合，相当于：

把行划分到相应的集合（列）中。
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应用实例

 许多网络问题可以建模为带有特定 A = (aij) 的集覆盖问题
 例如：为了监测网络性能和安全性，需要在网络上设置监测器,对网

络链路进行监测。网络上的边（链路）行；待设置的监测器列，
设置在不同位置的监视器所能监视的链路是不同的，构成0-1矩阵，
问题是：如何设置最少的监测器能监测所有的链路。

 故障检测中的测试点选取问题
 例如：为检测一个系统当中的所有故障，需要设置很多个测试点，所

有的故障行，备选测试点列，备选测试点所能测试的故障点是不
同的，构成0-1矩阵，测试时间也不同构成费用向量。问题是：如何
选取一些测试点, 使得这些测试点可以检测所有故障, 而所需时间最少。

 物流中心选址问题
 物流中心需要服务的需求点行；
可以提供服务的“候选”物流中心列，物流中心
设置的位置不同，所能服务的需求点也不同，
构成0-1矩阵。物流中心的建设成本构成费用向量。
问题是：在什么位置建立物流中心，既能满足所有
的需求，又能使建立物流中心的成本最低。
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应用
 枢纽站选址问题

 运输流行； “候选”枢纽站列，如何选择枢纽站，能使运输成本最低

 交通消防设施点布局问题
 可以把交通事故常发地点作为“应急点”行；将“备选的交通消防设施点

”列，由于应急队伍必须在规定的时间之内到达事发地点，所以一个备选
点所能到达的应急点是不同的，构成了01矩阵。如何选择最少的设施点，能
覆盖所有的应急点。

 软件测试用例选择问题
 测试的问题行；测试用例列，如何选择最少的测试用例来完成所有的测

试。

 宽带码分多址(WCDMA) 基站布局问题
 待服务的移动台行；备选的基站列，备选基站的建设成本费用向量，

在哪里建设基站能使建设成本最低。

 节点覆盖问题(node-covering problem )
 Salkin和Saha提出

 匹配问题(matching problem)
 Balinski提出

 最大流问题(maximum flow problem )
 Sallkin和Mathur提出
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应用
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航线机组成员调度问题

 假设需要为 n 个机组成员安排 m 次航班，这些航班必须在一定时
段内完成

 由于受到时间、地理位置、机组成员能力(比如不是所有飞行员都
有驾驶波音 767 飞机的资格)和其他限制的影响，每个机组成员能
够服务航线的组合各不一样，费用也不一样，可以列写出来。

 设 k 表示机组成员的编号，t 表示航线的编号(或航线组合的编号)。
决策变量 xk(t) = 1 表示安排第 k 个机组成员到第 t 次航线组合上。
aik(t) = 1 意味着第 t 个航线组合的第 i 次航程(flight leg)(比如 
Flight 347, 从 Cleveland 到 Chicago) 可以由第 k 个机组成员完成。

 有如下的约束:表明每 1 次航程都至少有 1 个机组成员来完成

 设 ck(t) 表示第 k 个机组成员的第 t 次航线组合的费用。
 问题是：如何安排机组成员的航线组合，在每1航程都至少有1个

机组成员完成的情况下，使得总费用最低。

∑∑ =≥
k t

tktik mixa ,,2,1,1)()( 
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航线机组成员调度问题

 4 个机组成员和 5 次航程的简单例子。机组成员 1 可以驾驶航
程 1, 2, 4 和 5，或 1，3 和 4，或 1 和 3。……

 在给出第 k 个机组成员的第 t 次航线组合的费用之后，就需要
确定最优的航线机组成员调度方案。

本例可能有多少
条航线，仅给出
了   条航线？ 

这些航线是如何组成的？
航线的费用是与什么有关



典型优化问题的模型与算法-R03 14

一般的求解方法

 对于集覆盖问题，既有对这类问题的最优解的报道，也有启

发式求解的报道。

 Balas 和 Ho 提出了割平面方法

 Fisher 和 Kedia 提出了用于解决最多 200 行 2000 列问题

的对偶启发式算法

 Beasley 和 Jornsten 结合了 Lagrangian 启发式方法、可

行解排除约束 Gomory f-cuts 和改进的分支策略，解决了

最多400行4000列的集覆盖问题。

 Harche和Thompson开发了一种称作列减少算法(column
subtraction algorithm)的直接方法，可以解决集覆盖问题

的大规模稀疏矩阵的情况。
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智能求解方法

 与其他组合问题一样，人们最近对于用进化计算方法求解集

覆盖问题产生了越来越浓厚的兴趣。

 Jacobs和Brusco开发了模拟退火算法，并报道在求解最

多1000 行10000列问题时取得了相当可观的成功。

 Sen研究了模拟退火算法和简单遗传算法的性能。

 Beasley和Chu以及Gonzalez, Hernandez和Corne都提出了

用遗传算法求解大规模集覆盖问题的方法。
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GA求解

 编码
 基于列的表示(column-based representation)
 基于行的表示(row-based representation)

 基于列的表示

 表示了集覆盖问题本质上的 0-1 变量，是显而易见的表示方式

 问题:初始化或交叉变异后的染色体，未必能保证是可行的。
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GA求解

 启发式算子

 Beasley和Chu倾向于修补策略，设计了一种附

加启发式算子，将不可行解转换为可行解。

算子包含两个主要成分:
修补给定个体的不可行性；

执行附加的局部搜索以试图提高遗传算法的效率。

算子的基本想法:
确定所有没被覆盖的行

添加必要的列使得所有行都被覆盖。

一旦添加了列，使得个体成为可行解，就应用局部

搜索过程来消除个体中冗余的列。
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GA求解

 启发式算子的步骤

 不失一般性，假设列按照费用

升序排列。具有相同费用的列

按照他们覆盖行的数量进行降

序排列。
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GA求解

 基于行的表示
 染色体的长度与给定问题行的数量相同。
 这种染色体，基因的序号表示行的信息，基因的值表示
覆盖该行的列的信息。

 采用这种表示，在交叉和变异过程中始终保持可行性。
 问题：同一解可以表示成不同的形式。

行 1 2 3 4 5 6

列 2 3 3 6 3 4

2810111510
011000
100100
110000
000111
001100
001011

][

654321

=


























=

=

C

a

xxxxxxx

ij

[                                ]

i
1
2

3

4

5

6 832101151)(
11)(,12)(,11)(
12)(,12)(,12)(

1

654

321

6432

=+++=
≥=≥=≥=
≥=≥=≥=

====

xf
xgxgxg
xgxgxg

xxxx

染色体 ， 以行为基因



典型优化问题的模型与算法-R03 21

GA求解

 基于行的表示
 问题：同一解可以表示成不同的形式。
 染色体评价：

由于同一列可能在超过一个基因位置中出现，需抽取惟一的列集合
(重复的列仅考虑一次)并进行适应值评价。

[                                 ]
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0 1 1 1 0 1同一解，
不同形式

行 1 2 3 4 5 6
列 2 3 3 6 3 4
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GA求解

 熔合算子 (fusion operator)
 Beasley和Chu提出了一种通用的基于适应值的交叉算子，
称作熔合算子

 这种算子既考虑父代解的结构，又考虑他们的适应值。
 与传统杂交算子通常生成两个后代不同，而熔合算子仅
生成一个后代。

 计算过程： P1 0 1 1 0 0 120)( 1 =Peval

P2 1 1 0 0 1 010)( 2 =Peval

C   * 1 * 0 * *
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GA求解

 GA求解过程

 Beasley和Chu采用的求解过程



 s1={1,2,3}， s2={1,2,4}， s3={1,2,5}， s4= {1,3,4}， s5= {1,3,5}， 
s6={1,4,5}， s7={2,3,4}， s8={2,3,5}， s9= {2,4,5}， s10={3,4,5}

 x1={1,2}， x2={1,3}， x3={1,4}， x4={1,5}， x5={2,3}， x6={2,4}，
x7={2,5}，x8={3,4}，x9={3,5}，x10={4,5}

 若 ，即 包含 ，则令 ，否则

针对特殊问题构造输入矩阵方法

i jx s⊆ js ix 1ija = 0ija =

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 1 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 1 1



K=3时输入矩阵构造
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
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构造矩阵递推关系式
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CPLEX精确解/贪婪算法/遗传算法的比较

汇报内容索引



 CPLEX默认求解算法——分支定界

 当k=3，k=4时，在一定时间内可以求出精

确解

 K=5时由于分支定界节点过多，内存溢出，

无法求出精确解

精确解——利用CPLEX工具求取



贪婪算法——算法描述

 1. （ C为解集合）

 2.重复如下操作直到：

 选择i，使得   覆盖的元素   数目最大，即从矩阵 中选

出包含1最多的那一列，更新

 3.最终得到的集合C即为一个可行解

,X A C← =∅
X = ∅

iS X ija
{ }, \ iC C i X X S= ∪ =

k取值
目标函数值 计算时间 贪婪算法相

对误差cplex 贪婪 cplex 贪婪

k=3 12 14 3.4s 立即 16.6%
k=4 30 32 8min 立即 6.6%

k=5 102* 110
大于

48h
5s 大于7.8%



 算法结构简单，运行速度快

K=5时依旧可以快速求解

 无法得出精确解

贪婪算法——算法优劣性



 step 1：随机产生N个解构成初始种群，令t：=0
 step2：采用二进制竞争选择从种群中选出两个解 , .
 step3：采用熔合杂交算子组合 和 生成一个新解C
 step4：变异C中k个随机选出的列，其中k由可变的变异方

案确定。

 step5：采用启发式算子确保C可行并去除冗余列

 step6：如果C与种群中任意解相同，返回第2步，否则令

t:=t+1，并跳到step7
 step 7：从种群中随机选出一个高于平均适应值的个体并

用C替代

 step 8：重复2~7直到产生t=M个不重复的个体。从种群中

选出具有最小适应值的个体作为最优解

基于启发修补的遗传算法——算法描述



 step 1：i=1
 step 2：如果 ，则

 step 3：如果 ，则

（3.1）以概率 让

（3.2）以概率1-p让
 step 4：如果i=n，停止；否则i=i+1，返回

Step 1

基于启发修补的遗传算法——融合算子

1 2[ ] [ ]P i P i=
1 2[ ] : [ ] : [ ]C i P i P i= =

1 2[ ] [ ]P i P i≠

2 1 2/ ( )P P Pp f f f= +
1[ ] : [ ]C i P i=

2[ ] : [ ]C i P i=



 step 1：初始化

 step 2：初始化

 step 3：对于U中每一行i（按照i的升序）

 （3.1）在  中寻找第一个最小化 的列（按照j
的升序）

 （3.2）将第j列添加到S，令 ，令

 step 4：对于S中的每一列j（按照j的降序），如果 ，

则令 ， 以及

 step 5：S现在就是没有冗余列的可行解

基于启发修补的遗传算法——启发式修补

: | |,i iS a i Iω = ∩ ∀ ∈

: { | 0, }iU i i Iω= = ∀ ∈

iα / | |j jc U β∩

: 1,i i jiω ω β= + ∀ ∈ : jU U β= −

2,i jiω β≥ ∀ ∈
:S S j= − : 1,i i jiω ω β= − ∀ ∈
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基于启发修补的遗传算法——求解

更改算法参数，进行仿真实验



算法名称

k取值
精确算法 贪婪算法

基于启发修补

的遗传算法

k=3 12(3.4s) 14(1s) 12(1min)

k=4 30(8min) 32(1s) 31(1min)

k=5 102(48h) 110(5s) 110(5min)

基于启发修补的遗传算法——结果比较
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第八章  集覆盖问题扩展

 集合覆盖约束（set covering constraint）要求每个子集J
中至少有一个元素出现在最优解中，可以表示为：

 ∑𝒋𝒋∈𝑱𝑱 𝒙𝒙𝒋𝒋 ≥ 𝟏𝟏
 集合划分约束（set partitioning constraint）要求每个子

集J中有且仅有一个元素出现在最优解中，可以表示为：
 ∑𝒋𝒋∈𝑱𝑱 𝒙𝒙𝒋𝒋 = 𝟏𝟏

 集合包装约束（set packing constraint）要求每个子集J
中最多有一个元素出现在最优解中，可以表示为：

 ∑𝒋𝒋∈𝑱𝑱 𝒙𝒙𝒋𝒋 ≤ 𝟏𝟏
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集划分问题

 问题描述:
 对于一个 m 行 n 列的 0-1 矩阵，选择不同的列，会产

生不同的费用，同时也会覆盖不同的行

 问题是：如何选择一些矩阵的列的组合，能使其每行

中恰好包含一个元素而且选择费用最小。



























=

=

011000
100100
110000
000111
001100
011011
]2810111510[

A

C
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模型描述

 数学表示为：

约束式(1)保证每行恰好被一列覆盖

约束式(2)是完整性约束。



 >

=
otherwise,0

solution  in the is 0)  cost  a(with  jcolumn  if,1 j
j

c
x

where

njx

mixaxg

j

n

j
jiji

,...,2,1,}1,0{

,...,2,1,1)(t.s.
1

=∈

===∑
=

∑
=

=
n

j
jj xcf

1

)(min x



























=

=

011000
100100
110000
000111
001100
011011

]2810111510[

A

C



集划分问题实例

 指派问题

 指派问题的标准形式是:有n项任务，恰好n个人承担，第i人
完成第j项任务的花费为cij，要求确定人和事之间的一一对应 
指派方案，使总花费最少。
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集划分问题实例

 定义决策变量如下：

 构建模型如下
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 约束条件(a)表示

每件事必有且只有

一个人做。

 约束条件(b)表示

每个人必做且只做

一件事
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集包装问题

 问题描述:
 对于一个 m 行 n 列的 0-1 矩阵，选择不同的列，会产

生不同的费用，同时也会覆盖不同的行

 问题是：如何选择一些矩阵的列的组合，能使其每行

中至多包含一个元素，而且选择费用最小。



























=

=

011000
100100
110000
000111
001100
001011

]2810111510[

A

C
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模型描述

 数学表示为：

约束式(1)保证每行至多被一列覆盖

约束式(2)是完整性约束。



 >

=
otherwise,0

solution  in the is 0)  cost  a(with  jcolumn  if,1 j
j

c
x

where
njx

mixaxg

j

n

j
jiji

,...,2,1,}1,0{

,...,2,1,1)(t.s.
1

=∈

=≤=∑
=

∑
=

=
n

j
jj xcf

1

)(min x



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

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











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100100
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000111
001100
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]2810111510[

A

C



集包装问题实例

 某公司计划在3个地区设置销售点，在不同的地区设置不同

数量的销售点每月可得到的利润Cij（i地区设置j个销售点的

利润）如下表所示，由于资金有限，该公司多只能设置4个
销售点.请问在各个地区应如何设置销售点，才能使每月获

得总利润最大?
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地区
销售点

0 1 2 3 4

A 0 16 25 30 32

B 0 12 17 21 22

C 0 10 14 16 17



集包装问题实例

 定义决策变量如下：

 对于i=1,2,3,j=1,..，4，定义0-1决策变量𝒙𝒙𝒊𝒊𝒊𝒊:

 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 = �1, 在地区𝑖𝑖设置𝑗𝑗个销售点

0, 否则

 构建模型如下：

 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑧𝑧 = ∑𝑖𝑖=13 ∑𝑗𝑗=14 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 ∗ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
 ∑𝑖𝑖=13 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖 + 2 ∗ ∑𝑖𝑖=13 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖+ 3 ∗ ∑𝑖𝑖=13 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖+ 4 * ∑𝑖𝑖=13 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖 ≤4（1）
∑𝑗𝑗=14 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤1
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥={0,1}

 其中：（1）为背包约束

 （2）保证了每个地区只能最多有一种选择

典型优化问题的模型与算法-R03 47

（2）
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